Epreuve écrite d’analyse et probabilités

Le but du probléme est de donner une preuve partielle du théoreme de la variété stable.

Préliminaires et notations

Préliminaires généraux

Dans tout le probleme, k£ désigne un entier strictement positif; R est le corps des nombres
réels, C celui des nombres complexes. Le complémentaire d'un sous-ensemble Y dans X est
noté X —Y.

Si E et F sont des espaces vectoriels, L(FE, F) désigne I’ensemble des applications linéaires de
FE dans F, End(FE) 'ensemble des endomorphismes de E et Aut(FE) celui des automorphismes
de E. Le déterminant d’'un endomorphisme A est noté det A.

Dans R*, le produit scalaire canonique de deux vecteurs u et v est noté < u,v >.

Si f est un homéomorphisme d’un espace métrique (X, d), on désigne par f" la n-ieme itérée
de f. Si z est élément de X, la variété! stable pour f du point x est 'ensemble

Wi(f) = {y e X | Jim d(f"(x), f"(s)) = 0}.
De méme, la variété instable pour f du point z est I’ensemble

W(f) ={y € X | lim d(f™"(x), f"(y)) =0}.

Soit «y un réel strictement positif. On rappelle qu'une application f d’un espace métrique (X, d)
dans lui-méme est lipschitzienne de rapport v (ou 7-lipschitzienne) si

V(z,y) € X2, d(f(y), f(z)) <~ d(z,y).

On note Li, I’ensemble des applications f : R — R ~-lipschitziennes s’annulant en 0.

Fonctions définies sur R?

Dans les parties 1, 4 et 5, R?* sera muni de la norme |(z1, z2)| = max{|z1], 22| }.

Soit h une application bornée, élément de C*(R?, R) et dont la différentielle dh est bornée. On
note :
* |hloo = sup |A(z)[;
z€R?
e dh, la différentielle de h au point x (dhz € L(R? R)) :
e ||dh,| la norme subordonnée dans L£(R? R) de dh, ;
e |dh|s = sup ||dh,];

zeR?

!Dans ce probléeme, le mot variété est juste une notation.
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et on pose |h|c1 = max(|h|eo, |dh|s)-

Liens entre les différentes parties

e la partie 3 utilise les résultats de la partie 2 ;
e la partie 4 utilise les résultats des parties 1 et 2 ;
e la partie 5 est indépendante du reste du probléme.

Les candidats peuvent admettre les résultats d’'une question a condition de I'indiquer clairement
et poursuivre le probleme en respectant la numérotation des questions.

1. Introduction

1.1. Montrer que l'application d, : (¢,9) — sup [¥(z) = o(@)]

, définie sur (Li,)?, est
z€R—{0} |z

une distance.
1.2. Montrer que, pour la métrique définie par la distance d,, Li, est complet.
1.3. Soient >0, h € C'(R* R) et ¢ € Li, tels que |h|c (1 +7) < p.
Montrer que I'application G, définie par

Vi € R, Gu(z) = px + h(z,(z)),

est strictement croissante. En déduire que G, un homéomorphisme de R.
2. Partie linéaire

Soit A un endomorphisme de R*. Le rayon spectral r(A) est par définition le maximum
des modules des valeurs propres complexes de A.

2.1. Soit €’ un réel strictement positif. Justifier qu’il existe une base B de C* dans laquelle
la matrice

a = (aij)1<i<k
1<j<k

de A est triangulaire supérieure et telle que pour tous ¢ et j vérifiant 1 < i < j < k, on ait
|aij| <€

2.2. En déduire que pour tout réel e strictement positif, il existe sur R* une norme notée N
dite e-adaptée pour A, c’est-a-dire telle que pour la norme d’opérateur subordonnée || - || :

|A|x < 7(A) +e.

2.3. Montrer que, pour toute norme || - || sur R* et tout réel ¢ strictement positif, il existe
une constante C. strictement positive telle que, pour tout v € R¥ et tout n € N*,

[A™ | < Ce(r(A) +)"[|v]].
On dira que A € End(RF) est hyperbolique si toutes ses valeurs propres complexes ont un

module différent de 1.
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Dans toute la suite de cette partie, A désigne un endomorphisme hyperbolique de R¥.

2.4. Montrer qu’il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires E* et £~ de R¥ stables
par A tels que la restriction de A & E* (resp. £7) ait toutes ses valeurs propres (dans C) de
module strictement supérieur (resp. inférieur) a 1.

On désigne par A la restriction de A au sous-espace L.
2.5. Montrer que (Ajg+) est inversible.

2.6. Montrer qu'’il existe une norme dite A-adaptée || - || telle que
V(@", 27) € BT x E7, [la’ + a7 || = max([|2”], =7 |)

et de plus pour la norme subordonnée :

[Ae-Il <1 et [[(Ap+) "l < 1.

2.7. Montrer que, pour tout v € E~, la suite (A" (v)),en converge vers 0.

2.8. Montrer de méme que, pour tout v € E* non nul, la suite (||A"(v)|), . tend vers +oc.

neN

Préliminaires pour les parties 3 et 4
Le tore T" est par définition le groupe additif quotient du groupe (R¥,+) par le sous-
groupe (ZF, +). Tout élément x de T* peut s’écrire de maniére unique x = (x4, ..., T3),
avec x; € T', pouri=1, ..., k.
On définit la projection canonique II : R¥ — R*/7ZF = T*,

3. Linéarité et topologie

On considére le sous-ensemble E = {L € End(R") ’ L(Z*) c Z*} de End(R") ainsi que le
sous-ensemble € = {L € Aut(R") | L€ E et L' € E} de Aut(R").

3.1. Montrer qu'un élément L de End(Rk ) appartient a F si, et seulement si, sa matrice dans
la base canonique de R¥ est & coefficients dans Z.

3.2. Montrer qu'un élément L de E appartient a £ si, et seulement si, det L vaut —1 ou 1.

3.3. Dans cette question, on se place dans R? et on consideére I’endomorphisme L défini, pour
tout (z, y) € R?, par L(z, y) = (22 +vy, = +y). Cet endomorphisme est-il hyperbolique ? Est-il
dans I'ensemble £ 7

Existe-t-il des exemples comparables sur R 7

Dans toute la suite de cette partie 3, L désigne un élément hyperbolique de £. Les
sous-espaces vectoriels ET et E~ sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de
R” stables par L tels que la restriction de L a E* (resp. E~) ait toutes ses valeurs
propres (dans C) de module strictement supérieur (resp. inférieur) a 1; 'existence de
cette décomposition a été démontrée au 2.4.
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On dit qu’un élément x de [0, 1]k est un point périodique de L s’il existe un entier p strictement

positif tel que LP(z) — 2 appartient & ZF. On désigne par PerL I'ensemble des points périodiques
de L.

3.4. Démontrer que I’ensemble des points périodiques de L est donné par
PerL = Q* N0, 1)".
En déduire que PerL est dense dans [0, 1]*.

3.5. Montrer que pour une distance donnant la topologie usuelle, les variétés stables et
instables pour L d'un point a de R* sont respectivement W*(L) = a+E~ et W*(L) = a+ E™.

3.6. Soit N une norme sur R*. On définit une application d de T¥ x T* dans R en posant
d(y, y') = inf{N(z — 2') ‘ z, 2’ € R¥ avec TI(z) = y et TI(z') = y'}.

1. Montrer que inf N(z) est strictement positif.
2€7Zk—{0}

2. Montrer que d définit une distance sur T*.

3. Prouver que I'application II : R¥ — T* est continue.

Dans la suite, T* est muni de la topologie associée & la distance d.

3.7. Montrer que L induit un homéomorphisme noté F;, du tore T* satisfaisant la relation
de commutation

Frpoll =1Io L.

La suite de cette partie n’est pas utilisée dans le reste du probleme.

3.8. On suppose que la distance d provient d’'une norme N adaptée pour L. Montrer que :
1. TI(0+ E7) € WS (FL);
2. TI(0 + E™T) est dense dans T*;

3. la variété stable pour Fy, du point 0 est dense dans T*.

Une application continue f : T — T* est dite topologiquement mélangeante si, pour toute
paire d’ouverts non vides U et V de T*, il existe un entier ng, tel que :

Vn > ng, fFU)NV # @.

3.9. Montrer qu’une isométrie de T* n’est pas une application topologiquement mélangeante.

3.10. Montrer que Fj, est une application topologiquement mélangeante.

Indication : On pourra utiliser, outre le fait que 0 est un point fixe, la densité de la
variété stable pour un automorphisme hyperbolique Fj, du point 0 ainsi
que la densité de la variété stable pour FL_1 du point 0.

page 4



Agrégation externe de mathématiques Analyse et probabilités Rapport du jury pour la session 2004

4. Un exemple presque linéaire dans R2

Dans la partie 4, f est une application élément de C'(R?, R?), fixant I'origine et proche
en C'-topologie d’un automorphisme linéaire hyperbolique diagonal A défini, pour tout
(z,y) € R* x R? par A(x,y) = (uz, Ay) avec 0 < X\ < 1 < pu. Ceci signifie que f est de
la forme

flz,y) = (2 + oz, y), Ay + B(z, )

avec a et (3 vérifiant «(0,0) = 0, 5(0,0) = 0 et il existe un réel §, strictement positif,
tel que |a|cr < 0 et |B|cr < 6.

Dans la suite § sera considéré comme petit, ce qui sera précisé par des inégalités.
4.1. Prouver que si 26 < A, f est un difféomorphisme de R?.
Indication : On pourra montrer que pour tout (x',y') € R* I'application
o a(zy) ¥ Bz y))

Floyy: (x,y) — <E - T7 SRS

est lipschitzienne de rapport a, avec 0 < a < 1.
Inégalités (*)
Dans toute la suite de cette partie on suppose qu’il existe un nombre v vérifiant les
inégalités

0<y<l1
Y — )
v+ 2

Le graphe d’une application ¢ : R — R est la partie de R? définie par

Ho = {(z, ¢(z)) | € R}.

(%)

0<d<

Dans la suite, on considere I'application G, définie, pour tout x réel, par

Go(x) = pr + oz, o(r)).
4.2. Montrer que si ¢ est élément de Li, il existe une fonction ¢ : R — R telle que :
f(Hp) = Hip.

4.3. Montrer que f, : ¢ — 9, définie a la question précédente, est une application de Li,
dans lui-méme.

4.4. Prouver pour tous ¢ et ¢’ dans Li, et pour tout z dans R, I'inégalité

fo(@0)(Go(@)) = fu(@)(Gol@))| < (A + (L +7))[¢(2) — ().

4.5. En déduire qu'’il existe une application ¢t dans Li., dont le graphe H,+ est invariant
par f.
Prouver I'inégalité | f(z, o™ (2))| = (1 —8)|(z, ¢*(2))].
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4.6. Pourquoi, si 7, § satisfont les inégalités (*) et si § est suffisamment petit, peut-on dire

que l’ensemble {(m, 0" (:1:)) ‘ x € R} est contenu dans la variété instable pour f du point
(0,0)7

Commentaires sur les variétés stables et instables

On prouverait avec les mémes arguments l’existence d’une variété stable de l'origine
qui est le “graphe vertical” d’une fonction lipschitzienne ¢~ € Li, c’est-a-dire

Ws(f)={(¢ (z), ) | z € R}.

On pourrait aussi montrer que les variétés stables et instables sont en fait des graphes
d’applications de classe C*.

5. Différentiabilité des fonctions lipschitziennes

(v, 0(y) = (z, o(x))
| (4, 0(v)) — (2, ¢(x))

Soit ¢ € Li,, et € R; on introduit, pour y # z, A,p = ; on pose :

Uy = {v € R? ’ Axp)nen, lim x, =2, Vn €N, 2, Zz et lim A, ¢ = U}
et on définit 'ensemble tangent au graphe de ¢ au point x comme

T.o= U Ro, avec Rv = {av|a € R}.

’UGUJ;S@

5.1. Montrer que pry(7,¢) = R ol pr; est la projection sur le premier facteur :

pour u = (uy,us) € R pry(u) = uy.

Indication : On pourra remarquer que pour tout y # x, |Ayp| = 1.

5.2. Le cone horizontal H” est I'ensemble H? = {(ul, uy) € R? ! lus| < v\ull}.
Montrer I'inclusion T, C H".

5.3. On considére la fonction continue sur R définie pour tout réel x non nul par
x
xr) = —-sin (In|x|).
o(x) = 5 - sin (In fa])

Appartient-elle a Li,, pour un certain « 7 Expliciter 7y¢.

5.4. On suppose que v < 1. Montrer que, si T, est un sous-espace vectoriel de dimension
1 de R?, alors ¢ est dérivable en .
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1.

3.

Corrigé

Introduction

e d, est bien définie car le rapport est borné par 27, en remarquant que :

[9(z) = (@)l (@) = 2(0) | [$(z) = ¢(0)]

ol T a ]

e Sid,(p,1¢) =0, alors pour tout x € R, p(x) = 1(x) donc ¢ = 1.
e La symétrie est évidente.
e Si p, 1, 0 sont trois éléments de Li, :

S (GEECIMTG T

donc d (0, p)< dy(0,9) + d\ (¢, ).

d, est une distance sur Li, |

<27.

Y(x) — o(x)

T

<dy(0,9) + dy (1, )

.

Soit (¢n)nen une suite de Cauchy de (Li,,d). Alors :
Ve > 0,3N € N,Vn>p=N, d,(¢n, pp)<Ee. (1)

Pour z# 0 fixé, on a donc : Vn2p=N, |p,(x) — ¢,(2)| <e |z|.
Ainsi, (¢n(2))nen est une suite de Cauchy de R : elle converge vers une limite ¢(x).
Comme ¢,, appartient a Li., : Vn € N, ¢,,(0) = 0, donc (¢,,(0)),en converge vers ¢(0) =0

et V(x,y) € R? |on(x) — n(y)| < 7]z —y| donc |p(z) — o(y)| < v]z —yl.
Ainsi, ¢ est encore élément de Li.,.

En passant a la limite lorsque n tend vers 400 dans (?77?) :

Ve e R\ {0},Vp>= N, M < e done Vp=N, d, (¢p, p)<e.

Ainsi, la suite (¢;,)nen converge vers ¢ dans (Li, d,) : | (Li,, d,) est complet |

(a) Soit x, y des réels tels que x < y. Alors :

Go(y) — Gp(w) = uly — ) + h(y, p(y)) — h(z, ().

On remarque que : |¢(z) — ¢(y)| < 7|z — y| donc [(y, 0 (y)) — (z, o(z))| <(14+7) |z — yl.
D’apres I'inégalité des accroissements finis :

|h(y, o(y)) — h(x, ()| <|hlo (¥, 0(y) — (@, 0(@)| < hlea (147) |y — 2| < ply — x|

donc G,(y) — Gy(x) > 0 : |G, est strictement croissante|.

(b) G, est continue strictement croissante donc définit un homéomorphisme de R sur

lim Gy (), 111411 Gy(x)|.

T—+00

Or, comme ci-dessus, pour z > 0 : G,(x) = G,(0)= (1 — (1 +7) |h|on) 2 —— +00
donc lim G,(x) = 4o00. De méme, lim G,(z) =

T—+00 T——00

—0Q.

Ainsi |G, est un homéomorphisme de R |.
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2 Partie linéaire

1. Le polynéme caractéristique de A est scindé dans C, donc il existe une base B’ = (€})1<i<k

de C* dans laquelle la matrice de A prend la forme d’une réduite de Jordan.
En prenant la base B = (e;)1<i<r définie par e; = "'}, i € [|1,k|], on peut faire en

sorte que cette réduite contienne des &’ au lieu de 1 au-dessus de la diagonale.

2. Soit € = &', A, ..., A les termes diagonaux de la matrice, N la norme infinie associée a
la base B. Alors || Al y Smax{|N\| +¢',i € [|1,k]]}< r(A) +e.
La restriction de N & R est alors encore une norme sur R¥, qui vérifie toujours

|A]ly <r(4) + ¢},

Deuxieme méthode pour 2.1 et 2.2

Notons Ay, ..., g les valeurs propres complexes, éventuellement confondues, de A, rangées

de fagon a ce que :
A< ol <0<

Comme le polynome caractéristique est scindé sur C, il existe une base B = (e;)1<;<x dans
laquelle la matrice (a;;)1<ij<x de A est triangulaire supérieure.

Soit K = max {|a; ;| ;i#j} et o un réel strictement positif tel que 0 < 1 <e.

Soit, pour tout vecteur  de C* de coordonnées (z;)1<i<x dans B : N(z) = max {|a'z;| ;i € [|1, k[]}.
A(x) =y est un vecteur de coordonnées (y;)1<i<r dans B telles que :

k
Yi = Niwi + Z A j T

j=it1
donc ‘o/yi‘ < |\ |aixi‘ + Z KJ ‘ajmj‘ d’ou
=it1
: )
|la'y;| <r(A)N(z)+K ( Z o/_j) N(z)<r(A)N(z)+K (Z a_j> N(z)< (T(A) +— 1) N(z)
j=it1 j=1

et comme ceci est valable pour tout i € [|1,k|] :
N(y)<(r(A) +e)N(x) donc [|Ally <r(A) +¢
en notant |-y la norme sur End(C¥) subordonnée & la norme N sur C".

Il ne reste qu’a restreindre & RE.

3. Comme R* est de dimension finie, ||-|| est équivalente & N.
Il existe donc o > 0 et 3 > 0 tels que :

Vo € R* aN(@)<||v|| <BN(v).
Alors, pour tout v € R* et tout n € N*:

|A™0]| SBN(A™0)< B Ay N(v)<= (r(A) + )" [[o]] -

Ainsi : | Yo € R, ¥n € N*, [|A™| <C. (r(A) +¢)" ||v|| | en posant |C. =

p
=
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4.

Soit P le polynome caractéristique de A. Comme A est un endomorphisme de RF, il
s’agit d'un polynome a coefficients réels. P est scindé sur C, et ses racines sont réelles ou
complexes conjuguées deux a deux, de modules différents de 1. On peut donc décomposer
P sous la forme P = QR, ou @ (resp. R) n’a que des racines de module strictement
supérieur (resp. inférieur) a 1. Comme les racines complexes non réelles sont conjuguées
deux a deux, ) et R sont encore des polynomes a coefficients réels.

Q@ et R sont premiers entre eux, donc le lemme des noyaux assure que :

KerQ(A) @ KerR(A) = KerP(A) = R”.

Soit | ET = KerQ(A) et E~ = KerR(A)|.

E™ et E~ sont bien stables par A et supplémentaires dans RF.

Les valeurs propres de Ajg+ (resp. Ajg-) sont les racines de () (resp. R), donc sont de
modules strictement supérieurs (resp. inférieurs) a 1.

Comme toutes les valeurs propres de Ajg+ sont de module strictement supérieur a 1, 0

n’est pas valeur propre de A+ donc | Ajp+ est inversible |

Les valeurs propres de A‘_Ei sont les inverses des valeurs propres de A|g+, donc sont toutes
de module strictement inférieur a 1. Ainsi :

r (AEJF) <letr (A‘Ef) < 1.

Soit £ > 0 tel quer(A‘;;lJr) +e<1 etr(A‘E—) +e<1.

D’apres 2.2, il existe sur ET et E~ des normes N, et N_ adaptées telles que, pour les
normes subordonnées :
A || <r (A ) e < et A || <r (Ap-) +e < 1.

La norme ||-|| définie sur R¥ par :
|z|| = max (Ny(z%), N_(z7)) si z admet la décomposition z+ + 2~ dans E* @ E~
est alors bien une norme sur R¥, et vérifie les conditions imposées.
On remarque que, pour tout ve kb
JA™ ()] < || A= || o] =2 0 car ||Ajp-|| < 1

donc |la suite (A" (v))neN converge vers 0 |.

Soit v € E* \ {0} et, pour tout n € N : v, = A™(v).

n 1
Aors o]l = [[ (4734 )" )| < 47| Ieal done ol > el
|45
1
Comme HA|E+ ) = tend vers +oo et ||v|| est non nulle, donc | (||A™(v)||)nen tend vers +oo |.
Al
|E+

3 Linéarité et topologie

1.

Notons B = (e;)1<i<k la base canonique de RE.

e Soit L € E, ¢ sa matrice dans la base canonique. Chaque e; est un élément de Z*, donc
L(e;) appartient & ZF, donc les coefficients de la i-eme colonne de ¢ sont dans Z.
Ainsi, ¢ est a coefficients dans Z.
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e Réciproquement, soit L € End(Rk’)7 dont la matrice ¢ dans la base canonique est a

coefficients dans Z. Alors, pour tout z € ZF de coordonnées z1, ..., x; dans B, L(zx) a
pour coordonnées ¥, .. ., y, dans B tels que :

Y1 ial

| =

Yk Tk

Tous les coefficients y; sont donc dans Z : L(Z) C Z et L € E.

L appartient donc & E si et seulement si sa matrice dans la base canonique de RF est a
coefficients dans Z.

2. Soit L € F, ¢ sa matrice dans la base canonique de R¥. L appartient & £ si et seulement

si L™! appartient & F, i.e. si et seulement si ¢! est & coefficients entiers.

1
Or (7! = thom (£) et Com (¢) est a coefficients dans Z (car ses coefficients sont des
e

déterminants a coefficients dans Z).
Ainsi, si det ¢ vaut +1 ou —1, 7! est & coefficients entiers, donc L appartient & &.

Si L appartient & &, ¢ et £7! sont & coefficients entiers, donc det ¢ et det /™' sont des

entiers tels que :
1 = det I}, = (det £).(det £71).

Ainsi, det ¢ = det L est égal a +1 ou —1.
L € FE est donc un élément de € si et seulement si det L vaut +1 ou —1 ‘

3. e La matrice de L dans la base canonique de R¥ est : ¢ = (? })

Son polynome caractéristique est :

P=02-X)1-X)-1=X>-3X+1= (X—3+2\/3> (X—3_ﬁ).

2

3++5 . 3—5
e
2

5 , sont donc de module différent de 1 :

Les deux valeurs propres,

L est hyperbolique.
e [ est a coefficients entiers et det £ vaut 1, donc .

e Sur R, L ne peut étre que de la forme z — ax, a € R.
Pour qu’il soit de déterminant +1 ou —1, il faudrait que a vaille +1 ou —1. Mais a est
aussi 'unique valeur propre de L, donc L ne peut pas étre hyperbolique dans ce cas.
‘Il n’existe pas d’exemple comparable sur R ‘

4. o Soit x = (xy,...,x) € Q¥ N [0,1]".
En mettant tous les z; au méme dénominateur, il existe ¢ € N* et (p1,...,px) € [|0,q]*
tels que :

Vi e [\1,/@\],%:%.

1
Soit y = (p1,...,px) donc x = —y.
q
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Comme L(Z) est contenu dans Z, LP(x) est, pour tout entier p € N*  de la forme

z = 1(,zl, .. 2k), avec z; € 7.
Le reste modulo ¢ de z; ne peut prendre que ¢ valeurs (de 0 & ¢ — 1), donc les projetés
par IT des LP(z), p € N, ne peuvent prendre que ¢* valeurs distinctes. Ainsi, il existe
deux entiers ¢ < j tels que :
I (L(z)) =11 (L/(x)) donc L' (z) — L'(x) € Z".
De plus L™"(Z) C Z donc L' (z) —x = L™ (L’ (z) — L'(z)) € Z*
ce qui montre que z est périodique.
e Réciproquement, soit x € Per L.
Il existe p € N* tel que LP(z) — z = y soit élément de Z*.
L est hyperbolique, donc n’a aucune valeur propre de module 1; ainsi LP — Idpx est
inversible et :

v = (L = Idg) ™ ().
De plus, la matrice ¢ de L dans la base canonique de R” est & coefficients entiers, donc

1
la matrice thom (P — I,) de (LP — Idge) " est & coefficients rationnels, et

N , .y N , . k
comme y est & coordonnées entieres, = est & coordonnées rationnelles : z € Q¥ N[0, 1]".

Ainsi| Per L = Q* N [0,1]" | et comme QN[0, 1] est dense dans [0, 1], | Per L est dense dans [0,1]" .

5. Comme toutes les normes sont équivalentes, on peut choisir une norme quelconque, et
cela donnera la topologie usuelle. On prend donc une norme L-adaptée ||-|| comme en 2.6.

Soit # € R¥. Comme R¥ = ET @ E~ il existe (v7,27) € ET x E~ tel que :
r—a=z"+a".

Alors : Vn e N,L"(x) — L"(a) = L"(z —a) = L"(z%) + L"(z7).
On sait (cf. 2.7 et 2.8) que, lorsque n tend vers +oo, L"(z”) tend vers 0 et ||L™(z™)||
tend vers +o0 si 1 est non nul.

Ainsi, z appartient & W? si et seulement si " est nul, i.e. si et seulement si x—a appartient
abm |W, =a+E|
On remarque que, par définition, la variété instable de a pour L est la variété stable de a
pour L™'. Passer de L & L' revient a échanger E* et E~ donc|W" =a+ E*|

6. (a) Soit zg = (1,0,...,0), « = N(z) et n = . 1an£{0} N(z).
Comme N est une norme, « est non nul.
Soit B = {2z € R* | N(z)< a} : B est un compact de R".
Par définition n = inf {N(2);z € BN (Z"\ {0})}. BN (Z* \ {0}) est un fermé dans
B, donc un compact de R¥.

N, qui est une application continue sur R”, atteint ses bornes sur ce compact.
En particulier, n est atteint en un point non nul, donc

= inf N(z) est strictement positif|.
n=__f (2) p
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(b) e d est bien une application & valeurs positives.

e Soit (y,5) € (T*)? tel que d(y,y') = 0.
Si x et 2’ sont des représentants dans R* de y et ¢/ respectivement, z—z’ appartient
WA
d(y,y") = 0 impose qu'il existe des représentants x et z’ tels que x — 2’ = 0 donc
y=1y.

e La définition de d est visiblement symétrique.

e On remarque que d peut aussi étre définie par :

d(y,y') =inf {N(z) | 2 € RFet II(z) =y —y'}.

Soit y, v/, y" des éléments de T*. Alors, pour tous représentants x; et x, de y — v/’
et 3/ — 1 respectivement, x; + x5 est un représentant de y — 3" et :

d(y,y")< N(xy + 22)<N(21) + N(22).

Pour tout xy représentant de y' — 1 :
N(x2)zd(y,y") — N(x1) done d(y',y")2d(y,y") — N(z1)
puis, pour tout x; représentant de y — 1/ :
N(z1)2d(y,y") —d(y',y") done d(y,y")2d(y,y") — d(y', y").
Finalement : d(y,y")<d(y,y') + d(y',y") et ’d est une distance sur T" ‘
(c) Soit (z,2') € (R¥)?, y =TI(z), v/ = II(2'). Par définition :
d(y,y )<N(z — 2') donc d (II(z), I1(2")) <N (z — 2').

’H est 1-lipschitzienne donc continue ‘

7. ® Soit y € T, x et 2’ deux représentants de y dans R*. Alors x — 2’ appartient & Z* donc

L(z — 2') = L(x) — L(2') appartient & Z* : L induit bien une application II; sur T*.

e Par construction de Fy, : Fy (Il(z)) = Fr(y) = 1 (L(x)) donc Fp oIl =1l o L.

e Soit y € T*, (yn)nen une suite d’éléments de T tendant vers y.
Par définition de d, il existe un représentant x de y et une suite de représentants z,, de
Yyn tels que (x,)nen converge vers o dans RF pour N.
Comme L est continue, (L(z,)),,y converge vers L(x) dans R¥, donc (IT (L(2,)) = FL(Yn))en
converge vers I1 (L(x)) = Fr(y). Ainsi, F}, est continu.

e Enfin, pour tout y € T* de représentant = dans R” :

Fyo (Fo(y)) = Fyo ((L(2)) = 1T (L7Y(L(2))) = TI(z) = y

et de méme pour FroF; -1, donc F7, est bijective, de réciproque Fr-1 également continue.
’F 7, est un homéomorphisme. ‘

8. (a) Soity e II(0+E") et x € E tel que y =1II(x).
On sait que (L™(2))nen tend vers 0, donc (FJ'(y))nen tend vers 0 dans T, i.e.
d(F[(y), F7'(0)) tend vers 0 lorsque n tend vers 400 : y appartient a W?(0).

(b) Soit y € T" et 2 € [0,1]" tel que y = II(x) ; soit & > 0.
Comme Per L est dense dans [0,1]", il existe zy € Per L tel que :

N(x — xo)gg donc d(y, yo)< g en posant yo = I(zp).

Comme RF = ET @ E7, il existe (¢7,27) € ET x B~ tel que : 79 = 2™ + 2.
Puisque z( est périodique, il existe p € N* tel que LP(zg) — o soit dans Zz~.

Alors F7(yo) = yo donc, pour tout n € N :yg = F/P(y) = II(L™(z%)) +
IT (L™ (z7)).
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9.

10.

Comme (L™ (27 ))nen tend vers 0, (z, = II (L"p(:r+)))ne est une suite de points de

I1(0 + E*) qui converge vers .

N

£
Pour n suffisamment grand : d(yo, zn)<§ donc d(y, z,)<e.

Ainsi, |TI(0 + E™T) est dense dans T |

(c) En appliquant le résultat précédent & L™, on obtient que II1(0 4+ £~) est dense dans
T* et donc que |W*(0) est dense dans T*|.

Grace a F-1 toujours, on en déduit que la variété instable de 0 est également dense

dans T*.
Soit f une isométrie de T*, supposée topologiquement mélangeante.
d(x
Soit « et y deux points distincts de TF, e = % > 0.

Soit z € T*, V 1a boule ouverte de centre z de rayon ¢, U (resp. Us) la boule ouverte de
centre x (resp. y) de rayon e.
Comme f est mélangeante, il existe N € N tel que :
Yn>= N, f"(U) N V# et fM(Uy) NVA£D.
Soit donc z; € f"(Uy)NV et zp € fH(Uz) N V.
I1 doit exister t; € Uy et to € Us tels que 2y = f™(t1) et zo = f"(t2).
Comme f est une isométrie, d(t,ts) = d(21, 22) et V est de diametre 2 donc :
d(z,y)<d(z,t1) + d(z1, 22) + d(ta, y)<de

ce qui est absurde. Ainsi, | une isométrie de T* n’est pas mélangeante |

Soit U et V deux ouverts non vides de T*. Soit z € U, z € V, e > 0 tel que la boule
ouverte de centre z de rayon ¢ soit contenue dans V.

II(0 + ET) est dense dans T*, donc il existe z, dans II(0 + ET) N B(z,¢).

Soit, pour tout n € N, u,, = F; "(z0) : (un)nen tend vers 0.

I1(0 4+ E7) est dense dans T*, donc il existe ¢ dans II(0 + E~) N U.

Soit alors v, = t + u,. Comme U est ouvert, v, appartient a U pour n suffisamment
grand, et F]'(v,) = FJ'(t) + 2o tend vers zy lorsque n tend vers +oo.

Pour n suffisamment grand, F7'(v,) appartient donc a F'(U)NV. ’F . est mélangeante |.

4 Un exemple presque linéaire dans R?

1.

Soit (2,y), (u,v), (¢/,v') des éléments de R%. On a :

Pl 04:) = ) = (S0, P 200 ),

la(u,v) — a(u,v")] < |(u,v) — (u’,v'§|

1B(u, v) = B, 0)[ <6 |(u, v) = (', )]
1o 0 1o
donc ‘F(x’,y/)(u ,U) - F(x’,y/)(uav)‘ gx |(U,’U) - (U 7U)|'

L’inégalité des accroissements finis donne : {

o
Fla 4y est donc lipschitzienne de rapport a = h < 1.

Comme application contractante dans R? complet, Flp 4y admet un unique point fixe
(u,v), solution de :
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' —alu,v) v — Bu,v
(u,v):( (1, )’y i( ’ )>,i.e. de (2',y") = f(u,v).
7]
ecl étant valable pour tout couple (2, e , | est bijective (existence et unicite du
Ceci étant valable pour tout couple (/,y') de R?, f est bijective (exi t unicité d
point fixe, i.e. de 'antécédent).

f est C' comme composée d’applications C'.
Sa différentielle en (x,%) a pour matrice, dans la base canonique de R? :

8_04 o

op \ op
%(x,y) +8_y<x7y)

Son jacobien est donc :

sen) = (et Gown) (3 Ghwn) - S Gz -0 - -

car toutes les dérivées partielles sont bornées par 9.

De pl -5<i<ﬁdn J( )>/—Lé— 52>0
e plus : 5 2 onc x,y/22 5 .

Ainsi, f définit (localement ou globalement au choix vu qu’on a déja l'injectivité) un C*

difféomorphisme, et comme on sait déja que f est bijective, | f est un C'-difféomorphisme de R?|
2. On cherche ¥ telle que : Vo € R, 32’ € R, (uz + a(z, p(z)), Ap(z) + Bz, p(x)) = (2, (2)))

ce qui est équivalent a : Vo € R, (G, () = Ap(z) + B(z, o(x).

(*) assure que 6(1+ ) < p donc, d’apres 1.3, G, est un homéomorphisme de R ; il suffit

de prendre 'application ¢ définie par :

Vo e R,yp(x) = Mg (G;l(x)) + 4 (G;l(x), © (G;l(x))) .
3. G,(0) = 0 donc G'(0) = 0 et 1(0) = 0.

Soit y, ¥ dans R, z = G'(y) et 2’ = G ' (/).

Comme ¢ est y-lipschitzienne : |p(z) — p(2')] < v |z — 2|

et v < 1 donc |(x, p(z)) — (2, o(2")| = |z — 2|

D’apres I'inégalité des accroissements finis :

|Go(z) = Gola')| Zule — 2’| = 0 |(z, p(x)) — (2, o(2))| Z(n — 6) [ — '] .

/ / / / A +6 /
Alors [¢(y) — ¥ (y)| <A lp(z) — () |[+]8(z, o(x)) — Bz, p(2'))] K (A\+0) [z — 2| < :_ 51—l
Or : M—Mév & 5<M ce qui est bien vérifié ici.
pw—20 1+

Ainsi v est 7-lipschitzienne et | f, est bien une application de Li, dans lui-méme |.

4. Soit € R, y=Gy(2),y =Gu(x), ¥ = fulp) et ¥ = fi(¢). Alors :
£ (@)(Cla)) — F()(Cole))] = i) — ()] < [e) — ()] + [0(5') — /).
Comme v’ est y-lipschitzienne : [¢'(y') — &' (y)| <7 |y — |
et [y —y| = |a(z,¢'(x)) — oz, p(2))| <6 |p(2) — &' ()]
On a: ¥(y) = Ap(z) + Bz, p(2)) et ¥'(y) = Ap'(z) + Bz, ¢ (2))
done [¢:(y) — ¥ (y)[ SAlp(z) — @'(@)[ + 8 () — ()]
Ainsi + | | £(0)(Gp(@)) = fu(@)(Go(@))| S (A + 6+ 70) () — ' (2)] |
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5. Lorsque x décrit R*, G,(x) décrit également R*. Ainsi :

f(0)(Gy(2)) = f(')(Gyp(2)) ‘
Gy(2) .

dy (fe(@), [:(¢) = sup

Or, pour tout € R : |Gy, ()| =(p — 9) |z
tone LAEGe) — LG A+9041) ') o)

[exe)] ST -
. , A+0(1+ ,
s 0, (1), 16 200 o),
Or:W<l<:>5<’;L_Acequiestbienlecasici.
[ —

[+ est donc une application contractante dans ’espace complet (Li,,d,) : elle admet un

unique point fixe ¢, qui est une application dont ’ le graphe horizontal est invariant par f ‘

6. " appartient a Li., donc |¢™(z)| < v|z| d'on, puisque v < 1 : |(z, 9" (2))| = |=].

De plus, |f(z, o7 (2))| = |px + oz, o™ (2))] (c’est le maximum des deux coordonnées donc
supérieur a la premiere)

et |a(z, ¢ (2))] <0 |(z, ¢ (2))]| < 6|z donc

o, (@) 21— 0) 2| = (= 0) (2, o™ ()| |

7. Pour ¢ suffisamment petit, © —d > 1.

Soit # € R. Comme le graphe horizontal de ™ est stable par f, f(z, " (x)) est encore
un élément de H,+ donc 4.6 donne par récurrence :

vne N, |f"(z,¢" ()| =1 — 0)" [(z, " (2))] -

Comme f est bijective, ceci donne aussi, en Uappliquant a f~"(z, o1 (z)) qui est toujours
un élément du graphe horizontal de ¢ :

Vne N, |f (@, 0" (2)| <(u—0)™" |(z, ¢ ()]

qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo donc| (z, " (z)) est dans la variété instable de (0,0) |.

5 Différentiabilité des fonctions lipschitziennes

27 oz +27") — p(z))
(27 p(z +277) — p(2))]
A., ¢ est de norme 1 par construction; cette suite bornée admet une sous-suite conver-
gente, et quitte & ne garder que la sous-suite, il existe donc v € R* tel que lim A, ¢ = v.

n—-+o00

1. On prend x,, =z + 27" donc A, ¢ =

Comme ¢ est y-lipschitzienne : [p(z +27") — p(z)| < 427"
done 27" (2, () — (2, ()| <a27" ot @ = max (1, 7).
Ainsi la premiere coordonnée de A, ¢ est comprise entre — et 1, mais ne peut pas tendre

o
vers 0 : pry(v) est non nul. Alors prq(7,¢) contient au moins pri(Rv) = R et c¢’est contenu

dans R par construction donc : |pri(T,¢) = R|.
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2. On note pry la projection sur la deuxieme coordonnée.

Pour tout (z,y) : |¢(y) — ¢(z)| < v |x — y| donc pour toute suite (2, )nen de limite x telle
que A,  ait une limite v :

Ipra(As, )| <7 |pri(As, 0)]

donc, a la limite, v est élément de H” : .

3. ¢ peut étre prolongée par continuité en 0 par ¢(0) = 0.
¢ est dérivable sur R*. Par parité, on peut limiter I’étude & RT. On a :
T

¢ (x) = %Sin (Inz) +%cos (Inz) = \gsin (Inz + Z)

2
donc ¢’ est bornée par %

2
D’apres 'inégalité des accroissement finis, | ¢ est dans Li, pour v = \/7_ .

Soit (z,,)nen une suite convergente vers 0 :

(xn, %sin (In |mn|)>
(xn, % sin (In |xn|)> ‘ .

ACNOES )

Comme x—; sin (In |z,|)| < |z,|, la norme du dénominateur est |z,| et :
L.
A, o= =+(1, 5 sin (In|z,]))-

La limite si elle existe est donc dans H'/2.
1
Pour tout (u,v) € HY? tel que u0, il existe 6 tel que ) sinf = 2.
u
Soit, pour tout n € N : x,, = exp (0 — 2nm).

(77)ne v tend vers 0 et (A, @), y & pour limite <1, E), donc (u,v) € Too.
u

Ainsi, | Ty = HY? |,
4. Pour v<1, la norme |(z, ¢(x)) — (y, ¢(y))| du dénominateur est égale a |z — y| donc :

Ayp ==+ (1, M)

Yy—x

le signe + dépendant de la position relative de x et y.
Soit (x,)nen une suite convergente vers x par valeurs supérieures par exemple.
(Az,0),en est bornée donc admet une sous-suite convergente.

La limite est alors le seul vecteur (1,v) de T,¢ de premiere coordonnée 1. La suite

(Az,0),en est donc une suite bornée ayant une unique valeur d’adhérence (1,v) : elle

converge vers (1,v), ce qui montre que, pour toute suite de |z, +oo[ convergente vers z,

—_— converge Vers v.
Tn — X neN
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R , . . x+h)—px
Le critere séquentiel assure alors que : lim o )~ (@) = 0.

h—0+ h

¢ est dérivable a droite, de dérivée v.

On fait la méme chose a gauche : pour toute suite (z,),e n de |—00, x| convergente vers

n) n) . h) —
x, #lan) — () = #lzn) — ¢(2) converge vers —v, donc lim plzth) — ¢lz) =0
|z, — x| T — Ty, h—0~ h

Alors ’gp est dérivable en x

et ¢ (x) = v.
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Rapport des correcteurs

Ce probleme présente une introduction aux systemes dynamiques avec un comportement chao-
tique

- Etude des itérations d’une application, d’abord dans le cas d’une application linéaire hyper-
bolique sur R¥ puis en compactifiant sur le tore lorsque Iapplication et son inverse préservent
le réseau ZF

- BEtude du mélange topologique et de la densité des orbites périodiques. La fin aborde le cas
non linéaire et donne des outils pour controler la régularité.

La plupart des candidats ont été en mesure d’aborder plusieurs parties du probleme. Le mélange
analyse/algébre linéaire, topologie et calcul différentiel ne semble pas avoir soulevé de trop
grandes difficultés comme en attestent les résultats. Les questions 2.5 et 3.1 et 3.3.a ont été
correctement traitées par la quasi-totalité des candidats.

Partie 1

Dans la premiere question beaucoup de copies ne s’assurent pas de l'existence de cette dis-
tance et oublient de tester certaines des conditions. Dans la question 1.2 beaucoup pensent que
I'existence d’une limite simple dans (Li.,, d.) suffit pour prouver la complétude alors qu’il faut
prouver la convergence pour la distance d,. Le jury a été surpris de constater que les fonctions
lipschitziennes sont souvent considérées comme différentiables. Par ailleurs le théoreme des ac-
croissements finis ne semble pas d'un usage largement répandu.

Partie linéaire

Force est de constater que I'algebre linéaire est mal maitrisée La notion de norme subordonnée
n’est pas bien connue et les questions 2.2 et 2.3 sont assez rarement bien traitées.

Au 2.4, il est surprenant de lire assez souvent que évidemment E est la somme des sous-espaces
propres (voire la réunion!). Les sous espaces stables d’un endomorphisme sont d’ailleurs souvent
confondus avec les sous espaces propres. D’autre part les conséquences pour I’endomorphisme
réel du travail effectué dans le corps des nombres complexes sont rarement explicités correcte-
ment.

Partie linéarité et topologie

Comme déja mentionné, le début de cette partie est assez bien compris et largement traité
. Le jury a été particulierement attentif a la qualité des justifications présentées, appréciant
peu les assertions de type « il est clair que '’endomorphisme est hyperbolique ». La question
3.4 des points périodiques était plus difficile mais certains ont correctement prouvé les deux
inclusions. Dans la question 3.5 les distances (comme dans tout le probleme) considérées pro-
viennent de normes (le résultat se géné ralise a la classe de toutes les distances qui leur sont
bilipschitz-équivalentes).

La question 3.6.2 a révélé que les candidats ont beaucoup de difficultés & manipuler les inf. On
a vu des choses catastrophiques ou les inf sont traités comme des sup. Les difficultés sont ici a
des niveaux élémentaires. La fin du 3 était sans doute la partie la plus poussée du probleme.
Elle a cependant été abordée avec succes par quelques candidats.
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Partie 4

Les candidats ont surtout étudié la premiere question. Plusieurs ont correctement utilisé le
théoreme d’inversion locale. Mais rares sont ceux qui ont vu que 'on pouvait appliquer le
théoreme du point fixe a F' pour prouver que f est une bijection.

Partie 5

Cette partie a été construite de maniere a étre indépendante du reste du probléme (bien qu’en
fait il s’agit de techniques utilisées pour comprendre la régularité des variétés stables). Elle
n’a été que minoritairement abordée ce qui est un peu dommage vu la relative simplicité de
certaines questions.

Le début du 5.3 montre des difficultés surprenantes a ce niveau pour étudier une fonction assez
simple d’une variable réelle.
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