Agrégationexternede mathématiquesessior2005
Epreuvede modélisationpptioncalcul scienti que: méthodesiumériquest
symboliques

(507 LA CORDEELASTIQUE

Résumé: On considerainecordeforméderessortenchainég&sunsauxautres.

Thémeapplicatif, mots clefs: propagatiord'ondes

Il estrappeléquele jury n'exige pasunecompréhensioexhaustivedu texte Vousétes
laissé(e)libre d'organiservotre discussiorcommevousl'entendez Dessuggestionsde
développementargementindépendantetes unesdesautres,sontproposée®n n de
texte Vousn'étespastenu(e)delessuivre. Il vousestconseilléde mette enlumiere vos
connaissancea partir du | conducteurconstituépar le texte Le jury demandeajuela
discussionsoit accompgnéed'exempledraitéssur ordinateur Il estsouhaitableque
vousorganisiezvotre présentatiorcommesi le jury n'avait pasconnaissanceu texte
Le jury aura néanmoingde texte souslesyeuxpendantvotre exposeé.

Ons'intéresseila modélisatiordu mouvemenid'unecordeélastiqualdelongueur nie quand
onlalachealinstantt 0 apartird'unecertaineformeinitiale etavecunecertainevitesseni-
tiale. Lesnotionsd'élasticitéet de cordeétantrelatvementdélicatesadé nir defaconcorrecte,
onvaadoptemneapprochéeuristiquegui estd'ailleursunedespremieresistoriguementiti-
liséespourtraitercegenredeproblemesumillénaireprécédentNaturellementla disponibilité
desordinateurgpermetaujourd'huidedonnerunenouwelle jeunesse cetteapprochel'idée de
la modélisationtrés simple, consistea remplaceda cordepar un systemediscretformé d'un
nombre ni demasseponctuellegeliéesenchainepardesressortsansmnasse.

Poursimpli er, on seplaceradansle casou la cordesedéplacedansle plan 2, représenté
encoordonneesartésiennedansla basecanoniquee; e, .

1. Equations du mouvementdu systémediscret

Commetout un chacunpeutle constaterun ressortest un systememecaniqueconstitué
d'un | d'acier plusou moins n, enrouléen hélice a pasplus ou moinsgrand.Ce ressorta
une longueurau reposl,. Si l'on veut étirer ou compressece ressort,pour I'amenera une
longueur, ondoit enpremiereapproximatior(c'est-a-direquand restevoisindel ;) appliquer
asesextrémitésuneforce f danssonaxe, dirigéeverslintérieur du ressortencompressioret
I'extérieurenextension,etdenormeégalea

1) f kI lo

La constant&k estappelégaideurduressort.Pluselle estgrande pluson doit tirer ouappuyer
fort surle ressortpour réaliserune mémedéformation.On va faire I'hypothéseidéalequela
relation(1) restevraie pourtouteslesvaleursdel.
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Soitdoncun systemeale N massegponctuellesdentiquegpoursimpli er) de massem, en-
chainéeparN 1 ressortgdentiquesencorepoursimpli er). A l'instantt, la massenuméro
| setrouve situéeau point P, t . On accrochde systemea deuxpoints x esP, etR ; enre-
liant la massenumérol a P, etla massenumeéroN a Py ; pardeuxressortsupplémentaires.
Pour x erlesidees,onprendraP; 00 etR, ; 10 .Onsupposauele systemeesten
apesanteur

P1(t)

Po(2)...

Po Pni1

Massestressorts.

A linstantt, la massenuméroi estdoncsoumisei 'action dedeuxforces,celle exercéeparle
ressoriuilajoint ala massenuméroi 1 (ouaupointP,sii 1) notéef;; ; etcelleexercee
parleressorguilajoint alamassewumeéra 1 (ouaupointPy ;sii N)notéef . ,.Comme
lesressortssontsupposégtresansmasseijl suft d'écrire la loi de Newton pourchacunedes
massepourdécrirel'évolution du systemell vient

2
(2) m% f, 1 f,qpouri 1 N

D'apréscequel’'on adit plushautsurle comportementlesressortspna

Rt Rt Rt R
. fiia K Iy L st 71
3 ¢ L RURLt L RUR

i1 I Pt Bt

Le systemd?2) estdoncun systemeal'équationgifférentiellesordinairesdu secondrdre.On
le raménede fagconstandardh un systémedu premierordreenintroduisantunematrice4 N
notéeY dontlesélémentsontdonnégar

(@) Yt Rt e Yt Rt e
dp, dp,
Bt wt e Yt F &
Le systemes'écritalors
dy
5 —t FY
(5) i
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ou
FY 1i \%i F Y'2i zhi v v v
k i i i i
k Yo Yo Yo Yoi
FYyq4i mp ™Y 'o% noY o Znil\(2
avec
(7) nY Yii 1 Y1 Yoi 1 Y2

Il fautnaturellementomplétele systémd5)—(7) paruneconditioninitiale
(8) YO Y,

ce qui revient a se donnerla positioninitiale et la vitesseinitiale de chacunedesN masses.
Il n‘estalorspastrésdif cile de montrerquesi la positioninitiale esttelle que deuxmasses
successies ne sont passituéesen un mémepoint, alorsil existet tel quele problemede
Cauchy(5)—(8)admetunesolutionetuneseulesurl'intervalle O t

2. Equilibr e et linéarisation au voisinagede I'équilibr e

Intuitivement,on serendcomptequesi la modélisationestcorrecte Je systemedevrait étre
enequilibredansla con gurationY ou toutesles massesontalignéessur I'axe qui joint B,
aP ; etéquidistantegntreellesainsiquedesextrémités.Véri ons quec'estbienle cas.La
con guration décriteci-dessugorresponc

Yai Yz; O(vitessenulle)

et _
i NPT
Y1i N1 Y,; O(pointalignéséquidistants).
Onvoitdoncquen, Y  ipetY;; ; Y, Y;i 1 Yii g Parconséquenpna
bienF Y 0.

Onpeuttenterd'étudierla stabilitéasymptotiquelecepointd'équilibre.Pourcela,il fautcal-
culerladifférentielledel'applicationF aupointY . C'estuneapplicationlinéairedeM, , dans
M, - Il estrelatvemenimalaiséd'exprimercettedifferentiellecommeunematrice4N 4N des
dérivéegpartiellesdescomposantedeF. Il estplussimpledecalculerF Y  H etd'effectuer
un déweloppementimité au premierordreenH, qui fournit aussibien cettedifférentielle.En
procédantlela sorte,on obtient

DFY H ,; Hs, DFY H,, H,
K
(9) DFY Hgi mp Hii1 2H; Hiig
k
avecla corvention

HlO H20 HlN 1 H2N 1 0
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Soit/ unevaleurpropredeDF Y . Cettevaleurpropredoit satishire
Hk3i I'Hyi Hgyo THy;

(10) mi, Hii 1 2Hy; Hyy o [Hg;
k
m_|0l N 11y Hyj o 2Hy; Hyy g Hy,

pouruncertainH nonnul. Onconstatequeceprobléemedevaleurspropressedécoupleendeux
systémes

(11) e 2
m_IOHli 1 2Hy Hypgo THg

et

(12) H4i IH2i

k 2
mpl N 1lg Hyyq 2Hy Hyiq  17H,,

La matricetridiagonale

2 1 O 0
1 2 1 0
0

0 0o 1 2
estsymetriquenégatve. Les valeurspropresde (11) sontdoncimaginairespureset cellesde
(12)imaginairespuressil N 11, O etreellesstrictemenipositveset strictemennéga-
tivessil N 11, O.

Pource qui concernda stabilitéasymptotiqualu systémenonlinéaire,on ne peutdoncpas
concluredela sortequandl N 11, O.Parcontre,quandl N 11, O,l'équilibre
estinstable Remarquangue N 1 |, n'estautrequelalongueurtotaledesressortsnis bouta
bout,onvoit quecetteconditionéquivauta cequelesressortsoienttousencompressiostricte
al'équilibre. L'instabilité dansla directiontrans\ersedansce cascorrespondiena l'intuition
physiquedela situation.

Placons-noudansle casou I'équilibre Y estenextensionc'est-a-direl N 11, Oet
considéronge systemdinéarise

dH
13 ——t DFY Ht
(13) pm

avecuneconditioninitiale

(14) HO H,

La solutionde ce problemede Cauchyn'estautreque
Ht &0FY

etd'aprédadiscussiorsurlesvaleurspropregréecédentegtcomptetenudufait quelesvaleurs
propresm de A sontdistinctes,on voit quela solutiongénéraleestune combinaisorinéaire
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d'oscillationsharmoniqueslans'axe auxfréquences kn] ml, etd'oscillationsharmoniques

trans\ersesaux fréquences k1 N 11, m mi,. Cettederniereformule montrequeles

fréequencegropregdevibrationtrans\ersesontd'autantplusélevéesquelesressortsonttendus
al'équilibre.

3. Passagealu discret au continu

Pourobtenirun véritablemodélede corde,on fait maintenantendrele nombrede masses
versl'in ni enlesreliantpardesressortslontlalongueurtendvers0. Pourquel'objet « limite »
ainsi obtenuait unedensitélinéiquea I'équilibre r donnéejl fautquem N 1 r quand
N ¥.Onprendradoncm r N 1.Demémeonsupposeajuele systemeal'équilibre
estétiré defagonconstanteg'est-a-direquesalongueurtotalesi on ne xait paslesextrémités
seraitunnombree 1indépendantleN. Ceciconduitaposerl, e N 1.Enn, comme
la raideurdesressortsie dépendpasde leur longueuron la prendrandépendanteeN.

Ontraiteseulemenle casdu systéemdinéarisé Commepourle casdesvaleurspropresgcelui
sedécoupleen

d®Hy; kN 12

(15) a2 ;e Miia 2Hy Hiyg
et
d®H,; k1 e N 12
(16) a2 e Hyi 1 2Hy; Hai g
Les massesa I'équilibre sontsituéesaux pointséquidistantsx, 0 avecx, i N 1. Soit

Dx 1 N 1.CommeH,, représentde déplacemenaxial de la massenuméroi et H,;
sondéplacementrans\erse,on reconnaitdans(15)—(16)la semi-discrétisatioren espacepar
différencesnies dedeuxéquationslesondes

T°h,  k 1°h ot 7h, k1 e T°h,

(17) M2  re x2 2 re x2

On obtientdoncexactementes mémegésultatsde corvergencedesvecteursH, etH, versles
fonctionsh, eth, que pourles méthodegle difféerencesnies pourl'équation desondes.La
fonctionh, représenteloncle deplacemendxial dela cordeet la fonctionh, sondéplacement

trans\erse.On obsene unevitessede propagatiordesondesaxialeségalea r—"e alorsqueles

kl e

ondestrans\ersessepropagentla vitesse -~
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4. Etude numérique

Le systemal'équationdifférentiellesordinairesnonlinéaires(5)—(8)seprétefacilementla
simulationnumériquell suft d'implémenterune méthodeclassiqued'approximationcomme
parexemplela méthoded'Euler ou la méthodede Runge-Kuttaexplicite d'ordre 4.

Onprésentglusieurgésultatglecalcul.Onaprisuneraideurk  10etunétiremene 0 5,
etsoita)N 100masseponctuelleslemassen 0 2,soitb)N 20masseslem 0 08.0n
testeensuiteplusieurscon gurationsinitiales. Lesdonnéesnitialessontsousla forme P, 0

x)i N1 xi N1 TdPdO vi N 1 v,i N 1 Tetonsedonnees
fonctionsx,, X, v; etv,.

Remagque importante Les courbesqui sontdonnéeslus loin, le sontuniquement titre
indicatif, a n dedonnerunidéedutyped'évolution auquelon doit s'attendredanschaquecas.
Onnedemandegasde lesreproduireexactement.

Casl. Vibrationsde faibleamplitude.Donnéesnitiales: x; x X, %, x 0,v; x Oet
v, X 025 4025 x 2six 0 5,v, x  0sinon.Méthodede Runge-Kitta,pasdetemps
Dt 0 001s, 1600itérations graphegoutesles0 16s. A gauchen), adroiteb).

Ve el o oo\

Cas2. Donnéesnitialesx; X ~ 2x%etx, x 025 4025 x2six 05,x X Xxet
X, X Osinon;v; X v, X 0. Mémediscrétisatioravec 1280itérations.A gauchea), a
droiteb).

Suggestiongour le développement

Soulignongu'il s'agit d'un menua la carte et quevouspouvezchoisir d'étudier cer
tains points, pas tous, pas nécessagmentdans 'or dre, et de fagon plus ou moins
fouillée Vouspouvezussivousposerd'autresquestiongjuecellesindiquéesplusbas.
Il esttrés vivementsouhaitéque vosinvestigationscomportentune partie traitée sur
ordinateuret, si possible desreprésentationgraphiquesidevosrésultats.
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— Présenteun modeleanalogugourun systémenasses/ressors®umisa la pesanteuet
xé seulemenéuneextrémité.

— Présenteun modéleanaloguepour un systememasses/ressortal les massesonten
outresoumises un frottementvisqueux,c'est-a-direuneforce proportionnelleet op-
poséea leurvitesse Etudierla stabilitéasymptotiquele I'équilibre.

— Effectuerdesexpériencemumériquesvecd'autresdonnéenitiales.Onpourraéventuel-
lementprésentetévolution endirectsousla formed'une animation.

— Testera linéarisationdu 82 al'aide du schémanumérique.
— Testerl'instabilité encompressiomlu 82 al'aide du schémanumérique.
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