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(507) LA CORDEÉLASTIQUE
Résumé: On considèreunecordeforméderessortsenchaînéslesunsauxautres.

Thèmeapplicatif , mots clefs: propagationd'ondes

� Il estrappeléquele jury n'exige pasunecompréhensionexhaustivedu texte. Vousêtes
laissé(e)libre d'organiservotre discussioncommevousl'entendez.Dessuggestionsde
développement,largementindépendanteslesunesdesautres,sontproposéesen �n de
texte. Vousn'êtespastenu(e)delessuivre. Il vousestconseillédemettreenlumièrevos
connaissancesà partir du �l conducteurconstituépar le texte. Le jury demandequela
discussionsoit accompagnéed'exemplestraitéssur ordinateur. Il estsouhaitableque
vousorganisiezvotre présentationcommesi le jury n'avait pasconnaissancedu texte.
Le jury aura néanmoinsle textesouslesyeuxpendantvotreexposé.

Ons'intéresseàla modélisationdumouvementd'unecordeélastiquedelongueur�nie quand
onla lâcheà l'instant t � 0 àpartird'unecertaineformeinitiale etavecunecertainevitesseini-
tiale.Lesnotionsd'élasticitéetdecordeétantrelativementdélicatesàdé�nir defaçoncorrecte,
onvaadopteruneapprocheheuristique,qui estd'ailleursunedespremièreshistoriquementuti-
liséespourtraitercegenredeproblèmesaumillénaireprécédent.Naturellement,la disponibilité
desordinateurspermetaujourd'huidedonnerunenouvelle jeunesseàcetteapproche.L'idée de
la modélisation,trèssimple,consisteà remplacerla cordepar un systèmediscretformé d'un
nombre�ni demassesponctuellesreliéesenchaînepardesressortssansmasse.

Poursimpli�er , on seplaceradansle casoù la cordesedéplacedansle plan �

2, représenté
encoordonnéescartésiennesdansla basecanonique� e1 �

e2 �

.

1. Équationsdu mouvementdu systèmediscret

Commetout un chacunpeut le constater, un ressortest un systèmemécaniqueconstitué
d'un �l d'acier plus ou moins�n, enrouléen héliceà pasplus ou moinsgrand.Ce ressorta
une longueurau reposl0. Si l'on veut étirer ou compresserce ressort,pour l'amenerà une
longueurl , ondoit enpremièreapproximation(c'est-à-direquandl restevoisindel0) appliquer
à sesextrémitésuneforce f danssonaxe,dirigéeversl'intérieur du ressortencompressionet
l'extérieurenextension,etdenormeégaleà

(1) � f ��� k

�

l 	 l0
�

l0 


La constantek estappeléeraideurdu ressort.Pluselleestgrande,plusondoit tirer ouappuyer
fort sur le ressortpour réaliserunemêmedéformation.On va faire l'hypothèseidéalequela
relation(1) restevraiepourtouteslesvaleursdel .
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Soit doncun systèmedeN massesponctuellesidentiques(poursimpli�er) demassem, en-
chaînéesparN 	 1 ressortsidentiques(encorepoursimpli�er). À l'instant t, la massenuméro
i setrouve situéeaupoint Pi � t

�

. On accrochele systèmeà deuxpoints�x esP0 et PN � 1 enre-
liant la massenuméro1 à P0 et la massenuméroN à PN � 1 pardeuxressortssupplémentaires.
Pour�x er les idées,on prendraP0 � � 0

�

0
�

et PN � 1 � � 1
�

0
�

. On supposequele systèmeesten
apesanteur.

Masseset ressorts.

À l'instant t, la massenuméroi estdoncsoumiseà l'action dedeuxforces,celleexercéeparle
ressortqui la joint à la massenuméroi 	 1 (ouaupointP0 si i � 1) notéefi � i � 1 et celleexercée
parle ressortqui la joint àla massenuméroi � 1 (ouaupointPN � 1 si i � N) notéefi � i � 1. Comme
lesressortssontsupposésêtresansmasse,il suf�t d'écrire la loi deNewton pourchacunedes
massespourdécrirel'évolutiondusystème.Il vient

(2) m
d2Pi

dt2 � fi � i � 1 � fi � i � 1 pouri � 1
�


 
 


�

N



D'aprèscequel'on adit plushautsurle comportementdesressorts,on a

(3)

�

��� fi � i � 1 � k �
	

Pi �

t �
� Pi � 1 �

t �

	l0
	 1�

Pi � 1 �

t ��� Pi �

t �

	

Pi �

t ��� Pi � 1 �

t �

	

�

fi � i � 1 � k �
	

Pi �

t �
� Pi � 1 �

t �

	l0
	 1�

Pi � 1 �

t ��� Pi �

t �

	

Pi �

t ��� Pi � 1 �

t �

	




Le système(2) estdoncunsystèmed'équationsdifférentiellesordinairesdusecondordre.On
le ramènedefaçonstandardà un systèmedu premierordreen introduisantunematrice4 � N
notéeY dontlesélémentssontdonnéspar

(4) �

Y1 � i � t
�

� Pi � t
���

e1 �

Y2 � i � t
�

� Pi � t
���

e2 �

Y3 � i � t
�

�

dPi
dt � t

���

e1 �

Y4 � i � t
�

�

dPi
dt �

e2



Le systèmes'écrit alors

(5)
dY
dt

� t
�

� F � Y
� �
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où

(6)

��

�

�

�

�

�

�

�

F � Y
� 1 � i � Y3 � i �

F � Y
� 2 � i � Y4 � i �

F � Y
� 3 � i �

k
ml0

�

� n �

i � Y
�

	 l0 �

Y1 � i � 1 � Y1 � i
n�

i �

Y �

� � n�

i � Y
�

	 l0 �

Y1 � i � 1 � Y1 � i
n�

i �

Y ���

�

F � Y
� 4 � i �

k
ml0

�

� n �

i � Y
�

	 l0 �

Y2 � i � 1 � Y2 � i
n�

i �

Y �

� � n�

i � Y
�

	 l0 �

Y2 � i � 1 � Y2 � i
n�

i �

Y ���

�

avec

(7) n�i � Y
�

��� � Y1 � i
�

1 	 Y1 � i �

2
� � Y2 � i

�

1 	 Y2 � i �

2




Il fautnaturellementcompléterle système(5)–(7)paruneconditioninitiale

(8) Y � 0
�

� Y0 �

ce qui revient à sedonnerla position initiale et la vitesseinitiale de chacunedesN masses.
Il n'est alorspastrèsdif�cile de montrerquesi la positioninitiale est telle quedeuxmasses
successivesne sont passituéesen un mêmepoint, alors il existe t � tel que le problèmede
Cauchy(5)–(8)admetunesolutionetuneseulesurl'intervalle 	 0

�

t
�

	 .

2. Équilibr e et linéarisation au voisinagede l'équilibr e

Intuitivement,on serendcomptequesi la modélisationestcorrecte,le systèmedevrait être
en équilibredansla con�gurationY

�

où toutesles massessontalignéessur l'axe qui joint P0
à PN � 1 et équidistantesentreellesainsiquedesextrémités.Véri�ons quec'est bienle cas.La
con�gurationdécriteci-dessuscorrespondà

Y �3 � i � Y �4 � i � 0 (vitessenulle)

et

Y �1 � i �

i
N � 1 �

Y �2 � i � 0 (pointalignéséquidistants).

On voit doncquen
�i � Y

�

�

�

1
N � 1 etY

�1 � i � 1 	 Y
�1 � i � 	 � Y

�1 � i � 1 	 Y
�1 � i

�

�

1
N � 1. Par conséquent,on a

bienF � Y
�

�

� 0.
Onpeuttenterd'étudierla stabilitéasymptotiquedecepointd'équilibre.Pourcela,il fautcal-

culerla différentielledel'applicationF aupointY
�

. C'estuneapplicationlinéairedeM4 � N dans
M4 � N. Il estrelativementmalaiséd'exprimercettedifférentiellecommeunematrice4N � 4N des
dérivéespartiellesdescomposantesdeF. Il estplussimpledecalculerF � Y

�

� H
�

etd'effectuer
un développementlimité aupremierordreen H, qui fournit aussibiencettedifférentielle.En
procédantdela sorte,onobtient

(9)

��

�

�

�

� DF � Y
�

�

H
� 1 � i � H3 � i �

� DF � Y
�

�

H
� 2 � i � H4 � i �

� DF � Y
�

�

H
� 3 � i �

k
ml0

� H1 � i � 1 	 2H1 � i � H1 � i � 1 � �

� DF � Y
�

�

H
� 4 � i �

k
ml0

	 1 	 � N � 1
�

l0 


� H2 � i � 1 	 2H2 � i � H2 � i � 1 � �

avecla convention
H1 � 0 � H2 � 0 � H1 � N � 1 � H2 � N � 1 � 0
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Soit l ��� unevaleurpropredeDF � Y
�

�

. Cettevaleurpropredoit satisfaire

(10)

��

�

�

�

H3 � i � l H1 � i �

H4 � i � l H2 � i �

k
ml0

� H1 � i � 1 	 2H1 � i � H1 � i � 1 �

� l H3 � i �

k
ml0

	 1 	 � N � 1
�

l0 


� H2 � i � 1 	 2H2 � i � H2 � i � 1 �

� l H4 � i �

pouruncertainH nonnul. Onconstatequeceproblèmedevaleurspropressedécoupleendeux
systèmes:

(11) �

H3 � i � l H1 � i �

k
ml0

� H1 � i � 1 	 2H1 � i � H1 � i � 1 �

� l 2H1 � i �

et

(12) �

H4 � i � l H2 � i �

k
ml0

	 1 	 � N � 1
�

l0



� H2 � i � 1 	 2H2 � i � H2 � i � 1 �

� l 2H2 � i �

La matricetridiagonale

A �

��

�

�

�

�

	 2 1 0
� � �

0
1 	 2 1

� � �

0
0 1 	 2

� � �

0
...

...
...

...
...

0
� � �

0 1 	 2

���

�

�

�

	

estsymétriquenégative. Les valeurspropresde (11) sontdoncimaginairespureset cellesde
(12) imaginairespuressi 1 	 � N � 1

�

l0 


0 et réellesstrictementpositiveset strictementnéga-
tivessi 1 	 � N � 1

�

l0 �

0.
Pourcequi concernela stabilitéasymptotiquedu systèmenonlinéaire,on nepeutdoncpas

conclurede la sortequand1 	 � N � 1
�

l0



0. Par contre,quand1 	 � N � 1
�

l0 �

0, l'équilibre
estinstable.Remarquantque � N � 1

�

l0 n'estautrequela longueurtotaledesressortsmisboutà
bout,onvoit quecetteconditionéquivautàcequelesressortssoienttousencompressionstricte
à l'équilibre. L'instabilité dansla directiontransversedanscecascorrespondbienà l'intuition
physiquedela situation.

Plaçons-nousdansle casoù l'équilibre Y
�

estenextension,c'est-à-dire1 	 � N � 1
�

l0 


0 et
considéronsle systèmelinéarisé

(13)
dH
dt

� t
�

� DF � Y �

�

H � t
� �

avecuneconditioninitiale

(14) H � 0
�

� H0



La solutiondeceproblèmedeCauchyn'estautreque

H � t
�

� etDF
�

Y � � H0 �

etd'aprèsladiscussionsurlesvaleurspropresprécédentes,etcomptetenudufait quelesvaleurs
propresmj de A sontdistinctes,on voit quela solutiongénéraleestunecombinaisonlinéaire
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d'oscillationsharmoniquesdansl'axeauxfréquences
�

kmj �

ml0 etd'oscillationsharmoniques

transversesaux fréquences
�

k � 1 	 � N � 1
�

l0 �

mj �

ml0. Cettedernièreformule montreque les

fréquencespropresdevibrationtransversesontd'autantplusélevéesquelesressortssonttendus
à l'équilibre.

3. Passagedu discret au continu

Pourobtenirun véritablemodèlede corde,on fait maintenanttendrele nombrede masses
versl'in�ni enlesreliantpardesressortsdontla longueurtendvers0.Pourquel'objet « limite »
ainsi obtenuait unedensitélinéiqueà l'équilibre r donnée,il faut quem� N � 1

���

r quand
N

�

� ¥ . On prendradoncm � r
�

� N � 1
�

. De même,on supposequele systèmeà l'équilibre
estétirédefaçonconstante,c'est-à-direquesalongueurtotalesi on ne�xait paslesextrémités
seraitun nombree

�

1 indépendantdeN. Ceciconduità poserl0 � e
�

� N � 1
�

. En�n, comme
la raideurdesressortsnedépendpasdeleur longueur, on la prendraindépendantedeN.

Ontraiteseulementle casdusystèmelinéarisé.Commepourle casdesvaleurspropres,celui
sedécoupleen

(15)
d2H1 � i

dt2 �

k � N � 1
�

2

r e
� H1 � i � 1 	 2H1 � i � H1 � i � 1 �

et

(16)
d2H2 � i

dt2 �

k � 1 	 e
�

� N � 1
�

2

r e
� H2 � i � 1 	 2H2 � i � H2 � i � 1 �




Les massesà l'équilibre sontsituéesaux pointséquidistants� xi �

0
�

avec xi � i
�

� N � 1
�

. Soit
Dx � 1

�

� N � 1
�

. CommeH1 � i représentele déplacementaxial de la massenuméroi et H2 � i
sondéplacementtransverse,on reconnaîtdans(15)–(16)la semi-discrétisationen espacepar
différences�nies dedeuxéquationsdesondes

(17)
¶2h1
¶t2 �

k
r e

¶2h1
¶x2 et

¶2h2
¶t2 �

k � 1 	 e
�

r e
¶2h2
¶x2




On obtientdoncexactementlesmêmesrésultatsdeconvergencedesvecteursH1 et H2 versles
fonctionsh1 et h2 quepour les méthodesde différences�nies pour l'équation desondes.La
fonctionh1 représentedoncle déplacementaxial dela cordeet la fonctionh2 sondéplacement

transverse.On observe unevitessedepropagationdesondesaxialeségaleà �

k
r e alorsqueles

ondestransversessepropagentà la vitesse�

k
�

1 � e�

r e .
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4. Étude numérique

Le systèmed'équationsdifférentiellesordinairesnonlinéaires(5)–(8)seprêtefacilementàla
simulationnumérique.Il suf�t d'implémenteruneméthodeclassiqued'approximationcomme
parexemplela méthoded'Euler ou la méthodedeRunge-Kuttaexplicite d'ordre4.

Onprésenteplusieursrésultatsdecalcul.Onaprisuneraideurk � 10etunétiremente � 0
�

5,
etsoita)N � 100massesponctuellesdemassem � 0

�

2,soitb) N � 20massesdem � 0
�

08.On
testeensuiteplusieurscon�gurationsinitiales.Lesdonnéesinitialessontsousla formePi � 0

�

�

� x1 � i
�

� N � 1
� � �

x2 � i
�

� N � 1
� � �

T , dPi �

dt � 0
�

� � v1 � i
�

� N � 1
� � �

v2 � i
�

� N � 1
� � �

T etonsedonneles
fonctionsx1, x2, v1 et v2.

Remarque importante. Les courbesqui sont donnéesplus loin, le sont uniquementà titre
indicatif, a�n dedonnerun idéedu typed'évolution auquelondoit s'attendredanschaquecas.
Onnedemandepasdelesreproduireexactement.

Cas1. Vibrationsdefaibleamplitude.Donnéesinitiales : x1 � x
�

� x, x2 � x
�

� 0, v1 � x
�

� 0 et
v2 � x

�

� 0
�

25 	 4 � 0
�

25 	 x
�

2 si x
�

0



5, v2 � x
�

� 0 sinon.MéthodedeRunge-Kutta,pasdetemps
Dt � 0

�

001s, 1600itérations,graphestoutesles0
�

16s. A gauchea),àdroiteb).

Cas2. Donnéesinitialesx1 � x
�

� 2x2 et x2 � x
�

� 0
�

25 	 4 � 0
�

25 	 x
�

2 si x
�

0



5, x1 � x
�

� x et
x2 � x

�

� 0 sinon; v1 � x
�

� v2 � x
�

� 0. Mêmediscrétisationavec1280itérations.A gauchea), à
droiteb).

Suggestionspour le développement
� Soulignonsqu'il s'agit d'un menuà la carteet quevouspouvezchoisir d'étudier cer-

tains points, pas tous, pas nécessairementdans l'or dre, et de façon plus ou moins
fouillée. Vouspouvezaussivousposerd'autresquestionsquecellesindiquéesplusbas.
Il est très vivementsouhaitéquevos investigationscomportentunepartie traitéesur
ordinateuret,si possible, desreprésentationsgraphiquesdevosrésultats.
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– Présenterunmodèleanaloguepourunsystèmemasses/ressortssoumisà la pesanteuret
�xé seulementàuneextrémité.

– Présenterun modèleanaloguepour un systèmemasses/ressortsoù les massessonten
outresoumisesà un frottementvisqueux,c'est-à-direuneforce proportionnelleet op-
poséeà leurvitesse.Étudierla stabilitéasymptotiquedel'équilibre.

– Effectuerdesexpériencesnumériquesavecd'autresdonnéesinitiales.Onpourraéventuel-
lementprésenterl'évolutionendirectsousla formed'uneanimation.

– Testerla linéarisationdu§2 à l'aide duschémanumérique.

– Testerl'instabilité encompressiondu§2 à l'aide duschémanumérique.
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